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Podloze winklerowskie

Zatozenia Winklera wspotpracy podtoza z belka sa nastgpujace:
- brak tarcia miedzy belka a podtozem,
- wigzy dwustronne migdzy podiozem i belka
- odpér podtoza proporcjonalny do przemieszczenia:
() = bew(x) = kw(x)
gdzie b jest szerokoscia belki, wspoéiczynnik ¢ okresla podatnos¢ podtoza (50 - 2000 MPa/m).

Zwiazki rézniczkowe dla belki na podiozu sprezystym bgda analogiczne jak dla zwyktej
belki, za wyjatkiem ciaglego obciazenia poprzecznego, ktére uzupelniamy cztonem wynikaja-
cym z odporu podtoza:

dzw(x):_M(x) dM (x)
dx? EJ ~ dx

- dQ(x)
=0(x), i

=—q(x) +r(x)

skad: 4@ __d* (M@)j _4W =) _ g —kw@) o diwe) ke a0
dx* dx*\ EJ EJ EJ dx*  EJ EJ

Podstawiajac:

o= bc, {L} £ = qux

m
otrzymujemy rownanie rézniczkowe ugi¢¢ belki na podtozu spr¢zystym:
d*w(&) _,4©)
dé&* bc

we wspélrzednych bezwymiarowych &.

+4w(&)

Jest to niejednorodne réwnanie Eulera. Rozwiazanie rownania (jego catka ogdlna) jest
suma calki szczegdlnej rownania niejednorodnego i catki ogdlnej rownania jednorodnego:

w(&) = w, (&) +e S (Asin&+ Bcos&) + 5 (Csin& + Dcos &)
(catka ogdlna moze by¢ tez wyrazona za pomoca funkcji hiperbolicznych - sinh(&) 1 cosh(§) ).
Statyczne warunki brzegowe (jesli wystgpuja) maja postac:
M@E)=-0’Ew'€), 0E)=-o’EW"E).
Jesli g(&) = 0 to wy(&) = 0, jesli zas g(&) = const to wy(&) = %C = const. Jest to ugiecie

belki pod jednorodnym obciazeniem ciagtym.
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Wyrazenie e® bardzo szybko rosnie. Aby otrzymac¢ skonczone wartosci rozwiazania, state
C i D musza si¢ zerowac. Zmuszeni jesteSmy do poszukiwania rozwiazania osobno dla £< 0,
gdzie A=B =0 iosobnodla &> 0, gdzie C=D =0.

Wyrazenie et szybko maleje, czlon zawierajacy to wyrazenie przedstawia tzw. drgania

harmonicznie gasnace (ttumione). Praktycznie mozna przyjaé ze dla £> 5 odpowiednie czto-
ny sie zeruja'.

Wprowadzmy oznaczenia:
M1(§) = e > (sin§+cos &),
M, €)= e 5 (=sin E+cosé),
;&) = cosé,
N, =e " sin,

Linie wptywowe M, Q, w
Rozpatrzmy problem belki na podio-
lp Zu sprezystym, obcigzonej sita skupiona.
g Rozwiazujemy problem osobno dla x > 0

M% oraz x < 0.
w4 " Z. symetrii ugigcia belki wzgledem

przekroju obciazenia wynikaja 2 warunki:

limw' (&) =0 oraz Q(-0) =L =-0(+0), EJa’*w" (&) =2.

E—+0

Whyliczajac stale catkowania, osobno w kazdym z przedzialéw, otrzymujemy wzory, ktére
facznie zapiszemy:

P
8o’ EJ

M©) = %nz (]E.~|),

w(é) =

m(l&l),

06) =i§n3(l§|)-

(Wykres dla Q(x) jest odwrécony, z uwagi na o$ skierowana w dét.)

Wiykresy funkcji wptywu (proporcjonalnych da linii wpbywu)

-1

0.5

0.5

'juz exp(-4.62) = 0.01
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Postgpujac podobnie dla belki obcigzonej momentem skupionym, otrzymujemy wzory
(dla momentu dziatajacego zegarowo):

MO
40°EJ
M
M(§>=¢T°n3(l§|),

Mo
2

W) =¥ n,(g)

0% =——2=1,(g|)

Wykresy funkcji wphywu (praparcjonalnych da linii wptywu)

(Podobnie jak poprzednio, dla osi rzgdnych skierowanej w dét, wykres Q(x) jest naryso-
wany po przeciwnej stronie niz zwykle).

Powyzsze wzory mozna odczytywa¢ dwojako:

- jako warto$¢ ugigcia (momentu zginajacego, sity poprzecznej) w przekroju ¢ od obciaze-
nia dziatajacego w poczatku uktadu wspétrzednych, albo

- jako warto$¢ ugiecia (momentu zginajacego, silty poprzecznej) w przekroju oddalonym o -
¢ od przekroju dziatania obciazenia.

W tym drugim przypadku, dla jednostkowej wartosci obciazenia, otrzymamy tzw. linie
wptywowe odpowiednich wielkosci.

Postugujac si¢ powyzszymi wzorami oraz zasada superpozycji, mozna w prosty sposob
oblicza¢ warto$ci ugig¢, momentow zginajacych i sit poprzecznych wywotanych dowolnym
uktadem obciazenia.

Przyktad liczbowy
T,

Z uwagi na zmieniajacy si¢ wspoétczynnik odporu mamy 3 przedziaty charakterystyczne
rOwnania na ugigcia. Zapisujemy rownanie ré6zniczkowe ugi¢¢ dla kazdego z przedziatow.
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Ogolna postaé catki szczegdlnej dla kazdego z przedziatéw jest taka sama, ale wartosci sa
r6zne dla réznych przedziatow:

w, (€)= bi, w (€)=0.002, w,(E)=0.02, w,(E)=0.002,
C

Réwnania ugie¢ w przedziatach maja posta¢ (wspétrzedna & dla kazdego przedziatu defi-
niowana lokalnie):

wi (§) = e™*[A; sin(€) + B, cos(§)]+¢°[C sin(§) + D, cos(©)}
w, (&) = e °[A, sin(§) + B, cos(&)]+e°[C, sin(€) + D, cos(&)]
w; (€)= e[ A; sin(€) + By cos(€)]+ ¢°[C; sin(€) + D; cos(8)]

Do wyznaczenia stalych catkowania potrzebujemy 12 warunkéw brzegowych. Beda to:

— 4 warunki brzegowe:

M (0)=0 — —ofEJ w'"(0)=0 — —2A+2C, =0

0,0=0 - -ajEJ,w'"(0)=0 — 2(A +B))+2(C,-D,)=0

M;(2385)=0 — —ajEJ,w;'"(2.385)=0

—2¢7*9(A; c0s2.385— B, sin 2.385)+2¢7% (C; cos 2.385— D, sin 2.385) =0

0;(2.385)=0 — —03EJ,w;""(2.385)=0

—2¢735[A; (cos 2.385+ sin 2.385) + B, (cos 2.385 —sin 2.385)]+

+2¢%38[C; (cos 2.385 —sin 2.385)— D5 (cos 2.385+sin 2.385)| = 0

— 2 -4 =8 warunkow zszycia (zgodnosci):

W, (2.385) = w, (0), w,'(2.385)=w,'(0), w,''(2.385) =w,""(0), w,""(2.385)=w,""(0),
wy (1.79) = w3 (0), w,'(1.79) = w3 (0), w,""(1.79) = w3''(0),  w,"""(1.79) = w3 (0),

Po rozwiazaniu uktadu réwnan (12x12), otrzymujemy explicite funkcje w, M, Q, r.
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sita poprzeczna
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Belki pél-nieskonczone

Jezeli wspétrzedna ¢ jest z przedziatu liczb (0,0), stale catkowania C i D automatycznie
si¢ zeruja (dla & — ~ funkcja wyktadnicza szybko zmierza do nieskonczonosci), i rozwigzanie

si¢ upraszcza do znalezienia catki szczeg6lnej i dwéch statych catkowania z warunkéw brze-
gowych.

Przyktad 1

P("\Mo

catka szczegdlna w, () =0, z warunkow brzegowych: M(0)=M,, QO*)=-P
otrzymujemy:

1
20°EJ

w(§) = e_E-'[MO sin§+(§—M0)cosE‘,]
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Przyktad 2
a |
A
catka szczegdlna w, (§) = bi’ z warunkéw brzegowych: w(0) =M 0)=0
C
otrzymujemy:
w(€) = i(1 —e 5 cos E‘,)
bc
D T T T T T T T T T
A g/lbe) =
o5k ........ RRRR ........ ........ TR . e 4
_"I ...........................................................
] A S SN S S S S
0 0.5 1 1.4 2z 25 3 34 4 4.5 ]
Przyktad 3

catka szczegélna w;, (&):bi, z kinematycznych warunkéw brzegowych: w(0)=w'(0)=0
C

otrzymujemy:
w(€) = i[1 — e >(cos& +sin F,)] .
bc
0
05 .
a1k
5 ; ; ; ; ; ; ; ; ;
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
Przykiad 4

Obliczy¢ ugiecia belki nieskonczonej dtugosci obciazonej stalym obciazeniem ciaglym i
opartej na dwdch niepodatnych podporach, ktérych bezwymiarowa odlegtos¢ m:

A A

Calka szczeg6lna w, (&) =bi. Niewiadome sity reakcji obliczamy z warunku zerowania
C

si¢ ugigcia na podporach. Zastosowanie linii wptywowych daje:
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P
8o *EJ

[111(0)"‘111(’”)]"‘1:0 ,
bc

skad mamy:
2q 1

p==1.
o 1+e ™ (cosm+sinm)

Wykresy ugi¢¢ zaleza od bezwymiarowej odlegtosci migdzy podporami. Odlegtos¢ ta jest
nie tylko funkcja odlegtosci fizycznej ale 1 wspolczynnika o, ktéry z kolei jest stosunkiem
wspotczynnika podatnosci podtoza, ¢, i sztywnos$ci zginania belki, EJ.

Sposéb Bleicha

Réwnanie rézniczkowe ugiec belki na podtozu spr¢zystym wymaga wyznaczenia, w kaz-
dym przedziale charakterystycznym dla g(x), catki szczegdlnej oraz 4 statych. Juz dla paru
przedziatéw zadanie staje si¢ rachunkowo uciazliwe.

Spos6b Bleicha polega na zastapieniu belki o skonczonej dtugosci belka nieskonczenie
dtuga, obciazona identycznie w obszarze belki skonczonej, a poza tym obszarem tak obciazo-
na, aby uzyska¢ zgodnos¢ statycznych warunkoéw brzegowych z belka rzeczywista.

Zgodno$¢ statycznych warunkéw brzegowych zapewniamy przyktadajac z kazdej strony
belki po dwie sity w takiej odlegltosci, aby uprosci¢ obliczenia poprzez zerowanie si¢ w prze-
krojach skrajnych niektérych funkcji wptywu.
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o 1t

w4 w4 13 /4 /4

Wykorzystujac zasade superpozycji oraz funkcje wptywu, zapisujemy:
rOwnanie momentow zginajacych:

w® = - Emn{ | e nie)

rownanie sit poprzecznych:
e b B L R

rOwnanie odporu podtoza:

R O i BT RN

W powyzszych réwnaniach przyjegto, ze dodatnia P; jest skierowana w doét a dodatni M; jest
skierowany zgodnie ze wskazéwkami zegara. Gérne znaki obowiazuja dla obciazenia znajdu-
jacego sie z prawej strony przekroju & (tzn. gdy & > &). Ponadto, &, (&,) oznaczaja wigksza
(mniejsza) z odlegtosci od przekroju & do poczatku (konca) obciazenia ciagltego. Jesli rozpa-
trywany przekrdj znajduje si¢ wewnatrz przedzialu dzialajacego obciazenia ciaglego, obcia-
zenie to nalezy oblicza¢ osobno dla czgsci po prawej 1 lewej stronie przekroju. Wszystkie
funkcje 7 maja argumenty dodatnie.

Z. warunkéw brzegowych na koncach belki wyznaczamy R, ..., Ry. Jesli dlugos¢ belki
(bezwymiarowa) jest wigksza od 5, to mozna przyjaé, ze oddziatywanie sit z jednej strony
belki na jej drugim koncu jest pomijalnie mate i uktad réwnan rozprzega si¢ (mozemy powie-
dzie¢, ze belka jest ,,dluga”, tzn. obciazenie na jednym jej koncu nie ma juz wptywu na roz-
wiazanie na przeciwlegtym koncu).

Jak wida¢, o tym, czy belka jest ,,dtuga” czy ,.krétka” decyduje nie tylko rzeczywista jej
dtugos¢, lecz posrednio i wzajemny stosunek sztywnosci zginania belki 1 wspétczynnika od-

poru podioza. Belka o duzej sztywnosci jest ,krétsza” niz o mniejszej sztywnosci. Belka jest
tez ,,krétsza” jesli wspdtczynnik odporu jest mniejszy.

Przyktad obliczeniowy

| MN 0.08 MN/m
lRl lR@ 0.3 MNm | | R3l R4l
| om | om
I T —

bxh=1.6x0.8 m,E=24 GPa, c =60 MPa/m.

Obliczenia:

be
Vaes

o= =0.348L k =bc=96-10°Pa

statyczne warunki brzegowe (zgodnosci):
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My =M =0.3 MNm, dla £= 0", (alternatywnie M, =0 dla £=0)
Qs =-P =-1MN,dla =07, (alternatywnie Q4 = 0 dla £=0)
My =0dla £=7.882,

Op=0dla £=7.882.

Z rozwiazania uktadu réwnan otrzymujemy: R; = 3.806 MN, R, = 2.762 MN, R; = 0.384
MN, R, = 0.005 MN. Wykresy ugie¢, momentow zginajacych oraz sit poprzecznych przed-
stawiaja ponizsza tabela i wykresy.

X, m 0.0 3.0 6.0 9.0 12.0 15.0 18.0
w, mm 6.45 1.35 -0.24 0.133 0.70 0.88 0.90
M, MNm 0.3 -0.75 -0.35 -0.014 0.08 0.026 0.0
Q, MN -1.0 0.05 0.14 0.10 -0.01 -0.02 0.0
ugiecia
w[m]
0,002
_z:zz 2 ‘/’/.’41/” 8 10 1‘2 16 18
0,004 /
-0,006 (/
-0,008
— moment zginajacy
6.00E405 //ﬂ_\\\
sita poprzeczna
B == eaanns SEE== SE2=~t SO
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Wykres odporu podioza jest proporcjonalny do wykresu ugi¢¢. Belka musi pozostawac w
rownowadze, tzn. ze obciazenie zewngtrzne musi by¢ réwnowazone odporem podioza.



