A. Zaborski, Ekstremalne naprezenia styczne

Ekstremalne naprezenia styczne
Poszukujemy takich kierunkow, dla ktérych naprezenia styczne przyjmujg warto$ci
ekstremalne. Wektor napr¢zenia przyporzadkowany plaszczyznie o wersorze normalne;j
zewngtrznej n, p; = n,0,; , ma sktadowa normalna: o = p;n; =nn,o,;. W kierunkach
gléwnych, wobec postaci diagonalnej macierzy naprgzenia, wzory powyzsze zapiszemy:
p(n,0,,n,0,,n,6,),0 =n,"0, +n,'0, + n,’c,,
a sktadowa styczna jako:
t?=p’—o’=n’c+n'0, +n'06, —(n 0, +n, 0, +n,c;)".
Jedna ze sktadowych wersora n mozemy wyrazi¢ przez pozostate, np. ns® =1-n>-ns’. Mamy
wigc:
? =0 -0’ + (0, —o)n, +0, —[(6,-o,)n’ + (0, —0c,)n,’ +0,].
Poszukujemy ekstremum tej funkcji ze wzgledu na kierunki wersora n:
ar’ 0 7’
dn,  In,
1 wykluczajac przypadek o; = 0z = 03 dla ktérego kazdy kierunek jest kierunkiem gtéwnym,
oraz przypadki dwdch réwnych sobie naprezen gtéwnych dla ktérych kazdy z kierunkéw na
plaszczyznie jest kierunkiem gléwnym, otrzymujemy uktad réwnan:

{(0'1 +0,)-2(0,—o)n’ +(0,—o)n,” + og]}nl =0

=0,

{c,+0)-20(c, o)’ +(0,— o)+, =0
Zauwazmy, ze dla n; = ny = 0 jest n3 = 1, otrzymujemy wigc ptaszczyzng gtéwna,
prostopadta do osi x3, w ktdrej naprezenia styczne sa rowne zero (posta¢ diagonalna macierzy
napre¢zenia, minimalne napr¢zenia styczne).
Jesli zalozymy, Zze zaréwno n; jak i1 nz sa r6zne od zera, to odejmujac stronami réwnania
dochodzimy do réwnosci o7 - 03 = 0, co jest sprzeczne z zatozeniem. Musi zachodzi¢ wigc
jedna z 2 mozliwosci:

1
Lom=0m#0 = 0,+0,-20,~0)n, ~20,=0 = n=t—

1
2. I’ll * 0,n2 = 0 = O-l +O-3 _2(0'1 —O'3)n12 _20—3 = 0 = nl :i_z

Rugujac ze wzoru na 7’ inng wspolrzedna, np. n;, otrzymamy jeszcze jedno rozwigzanie.
Ostatecznie:
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Stwierdzamy, ze ptaszczyzny ekstremalnych naprgzen stycznych przechodza przez jedna z osi
gléwnych i do pozostatych sa nachylone pod katem 45°, Powyzszy rysunek przedstawia
plaszczyzny dla ktérych T, jest ekstremalne.



