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Wprowadzenie do rachunku tensorowego

Konwencja sumacyjna Einsteina

Powtérzenie si¢ 2 wskaznikéw oznacza sumowanie, sa to tzw. wskazniki nieme. Wskazniki

nieme mozna dowolnie zmienia¢, zachowujac jednak regule ich powtarzania sig:
k

E aixi Eaixi Eajxj Eakxk
i=1

lloczyn skalarny wektor6w zapisujemy: uv =u, v +u,v +u v = zui"i =u;v;(=upvy)
1=X,Y,2
a dtugos¢ wektora (skalar): [u” = u?+ uytul = Z”i w; = u;u,
i=x,y,2

Uktad i réwnan zapisujemy z uzyciem wskaznikow zywych:

ayx +apx, +apx;+b =0

Ay X + Ay Xy +ayx3 +by =0 = a;;x; +b; =0 (Sumowanie po j, tyle réwnan ile i)

a3 X + Az Xy +azzx;3 +by; =0
Jesli powtarzajace si¢ wskazniki nie nalezy sumowac, bedziemy pisali je w nawiasach, np.
suma kwadratow kosinuséw kierunkowych prostej w przestrzeni: a,,a,, =n;n; =1 (n bez

nawiasOw oznaczatoby podwdjne sumowanie: po 7 i po i).
Pochodne po wspétrzednych oznacza¢ bedziemy przecinkiem przed indeksem wspéirzedne;j
po ktérej rézniczkujemy:

af
o
Transformacja przez obrot
Transformacja uktadu wspétrzednych zapisuje sig:

&= ajX;
gdzie a sa wspolrzednymi macierzy przej$cia (niesymetrycznej, ortonormalnej), np. dla
obrotu o kat o na ptaszczyznie:

cosa sinox

e (— sina  cos OIJ

Elementy pierwszego wiersza zawieraja kolejno kosinusy katéw pomigdzy pierwsza osia
nowego uktadu (obréconego) a osiami uktadu wyjsciowego. W drugim wierszu widnieja
kosinusy migdzy druga osig nowego uktadu a osiami uktadu wyjsciowego.

Macierz a jest ortogonalna: aaj = 0 dla i #j, oraz unormowana: aza; = 1 dlai = j. Oznacza
to, ze wiersze 1 kolumny macierzy przejscia sa wersorami osi ortogonalnego uktadu nowego
w starym uktadzie (wyjsciowym).

Delta Kroneckera

5. =

1

0 dla i#j
1 dla i=j

S O =
o = O
- o O

Warunek ortonormalnosci zapiszemy wigc: ayay =96;, i,j=§&1, k=xy.Jest takze:
b;6; =by .
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Definicja tensora II rzedu
Tensorem (drugiego rzedu) nazywamy macierz kwadratowq (3 wspotrzednych), ktorej
wspotrzedne przy obrocie uktadu wspotrzednych transformujq sie zgodnie z prawem
(zwanym prawem transformacji tensorowej):

L Ea,a,t,.

gdzie ay, aj; sa dostawami kierunkowymi osi (kosinusami katéw migdzy osiami i-k, j-I, czyli
wspolrzednymi wersorow osi w uktadzie wspoirzednych). Sa elementami macierzy przejscia
ze starego ukladu wspétrzednych do nowego.

Prawo transformacji jest liniowe i jednorodne wzgledem wspotrzednych tensora.

Kazdy obiekt geometryczny, ktory przy zmianie uktadu wspotrzednych transformuje sie
zgodnie 7 prawem transformacji tensorowej, jest tensorem.

Do tensorow stosujq sie wszelkie zasady rachunku temsorowego, a zapis tensorowy jest
niezalezny od przyjetego uktadu wspotrzednych (obojetne czy kartezjanskiego czy tez
krzywoliniowego, nieortogonalnego).

Uwaga 1: Bedziemy zajmowali si¢ wylacznie tensorami symetrycznymi: ¢;; =t ;.
Uwaga 2: 1lo§¢ wsp6trzednych zalezy od wymiaru przestrzeni i rz¢du tensora (w m-wymiaro-

wej przestrzeni tensor n-tego rzedu ma m" wsp6irzednych).

Przykiady:

Dotychczas poznali$my:
tensory 0. rzgdu (3° wspotrzednych), czyli skalary: a,, =a = const,
tensory 1. rzedu (3! wspotrzednych); jak widaé z zapisu sa nimi wspdtrzedne punktu (ktére

mozemy uwazaé¢ za wektory wodzace), w; =q; iWis

Wi

Pi

tensorem 1. rzedu sa tez wektory (nie tylko wodzace); dowdd: r,
wi= p; -r; = (rys.obok) = aj; g - a; r; = aij (p; - 1) = aij .
tensor 2. rzgdu jednostkowy - delta Kroneckera d; jest to tensor
niezmienniczy, gdyz dla uktadu ortogonalnego: d; =aix aji du = aix ajx = .
Tensorem 2. rzgdu jest iloczyn wspotrzednych 2 wektoréw (tzw. iloczyn skalarny
zewnetrzny, diadyczny):

ViWi = Ay Vi Wy = Ay d Vi Wy,
przykladem takiego iloczynu jest iloczyn wektora sity P i wersora normalnej zewngtrznej n do
plaszczyzny przekroju:

Px Pxnx Pxny Pxnz
Py (nx n, nz)z Pynx Pyny PynZ
P, P.n, Pzny P,n,

Interpretacja geometryczna jest nastgpujaca: sktadowe na przekatnej gtéwnej sa to rzuty
sktadowych P na kierunek normalnej n, réwnolegtej do osi x, y, z a sktadowe poza ta
przekatna to rzuty na 2 prostopadte kierunki lezace na plaszczyznie przekroju.

Dowdd:

P, n, = P, cos(n,x), podobnie dla pozostalych ,,jednoimiennych”

sz nx2 + sz ny2 + sz nz2 = sz (nx2 + ny2 + nz2 )= sz,
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skad wynika, Ze sa to sumy geometryczne 3 wzajemnie do siebie prostopadtych sktadowych.
Jest to wigc nic innego jak rozktad wektora na kierunek normalnej zewngtrznej i 2 kierunki
styczne do plaszczyzny, wzajemnie prostopadie.

Niedtugo poznamy nowe, szczegdlnie przydatne tensory 2. rzedu.

I Tensor pomnozony przez wektor daje w wyniku wektor:

LW =gt A Wy =a ;A Ay Wi = Oty W =t w; =tw; .

Powyzsze twierdzenie moze by¢ przyjete jako definicja tensora, z ktérej mozna wyprowadzié¢
wzory transformacyjne. Jesli w powyzszym wzorze wektor zastapimy wersorem normalnej do
pewnego kierunku, to definicje t¢ mozna wypowiedziec:

Tensor n-tego rzedu jest to obiekt geometryczny, ktorego rzut na dowolny kierunek jest
tensorem n-1 rzedu.

Wynika stad, Ze rzuty tensora 2. rzgdu na kierunki trzech osi uktadu wspétrzednych sa trzema
wektorami, kazdy o trzech wspétrzednych (skalarnych), skad catkowita ilos¢ wspétrzednych
(skalarnych) dla tensora 2. rzedu w przestrzeni 3D wynosi 9.

Zagadnienie warto$ci wlasnych

Poszukujemy takiej transformacji (takiego obrotu) uktadu wspotrzednych, dla ktorej

wspolrzedne tensora na przekatnej gtownej 7m)m) = ¢ beda ekstremalne. Wspétrzedna z

przekatnej gtéwnej tensora uzyskuje si¢ dwukrotnie rzutujac tensor na kierunek: za

pierwszym razem otrzymujac wektor #; = njtjj, a za drugim — jego wspotrzedna ¢ = nin;t;;.

Zadanie sprowadza si¢ do poszukiwania ekstremum funkcji ¢ z warunkiem pobocznym:

n;n; =1 (suma kwadratow cosinuséw kierunkowych a wigc dtugo$¢ wersora normalnej), czyli:
f :ninjtij+/t(l—nini) - f,n[:0.

Obliczamy pochodna:
(ninjtij),n[ —ﬂ(nini)’n[ = (nini5ijtij)’n[ —-A2n; = 2n-§~tij —2/n; = 2njtij —2/1§ijnj = 2(tij —/1§ij n;,

oy
i przyrownujac do zera, otrzymujemy:
W powyzszym réwnaniu jeden ze wskaznikéw jest zywy, co oznacza ze mamy do czynienia z
uktadem 3 réwnan (np. i = 1, 2, 3). Sa to réwnania algebraiczne, liniowe i jednorodne ze
wzgledu na wektor normalne;.
Do identycznego uktadu réwnan dochodzimy poszukujac takiego kierunku dla ktérego wektor
naprezenia t; = fn; bylby wspétliniowy z normalna zewngtrzna: #; = An;, skad po poréwnaniu
wyrazen: tijnj = An; od razu dostajemy powyzsze réwnanie. Oznacza to, ze szukajac
kierunkéw dla ktérych wartosci na przekatnej bytyby ekstremalne (Scislej: chodzi o warunek
ich stacjonarno$ci), otrzymujemy macierz w tzw. postaci diagonalnej: jedynie na przekatnej
gléwnej znajduja si¢ wartosci niezerowe (rzuty na pozostale kierunki prostopadie do
normalnej sa zero).
Tensor transformowany do uktadu wspotrzednych okreslonego z powyzszych réwnan ma
postac diagonalng (wspotrzedne poza przekatng gtowng sq rowne zero).

Poszukujemy nietrywialnego (niezerowego) rozwiazania powyzszego uktadu. W matematyce
takie zagadnienie nazywa si¢ zagadnieniem warto$ci wlasnych tensora: A = #,), okre§lonych
przez n; - wsp6irzedne wersoréw kierunkéw wiasnych (gtéwnych) tensora. Przytoczmy bez
dowodu dwa twierdzenia algebry:
WKW istnienia rozwiqzania niezerowego liniowego uktadu rownan, jest zerowanie sie
wyznacznika macierzy gtownej uktadu.

Ale jednocze$nie:
I WKW, aby macierz kwadratowa byta nieosobliwa jest nie zerowanie sie jej wyznacznika.
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Jesli wige zazadamy det(;;~1, 6;;) =0, to tym samym zadamy liniowej zaleznosci uktadu

roéwnan. Wéwczas spos$rdd 3 rownan ukladu jedynie 2 réwnania sa liniowo niezalezne. Aby
wigc rozwigza¢ uklad réwnan musimy dotaczy¢ réwnanie z warunku pobocznego
poszukiwania ekstremum, wiazace dostawy kierunkowe wektora wlasnego (suma kwadratow
=1).

Po rozpisaniu warunku zerowania si¢ wyznacznika, otrzymujemy rownanie sze$cienne na
wartosci wiasne:

|t3—llt2+ Lt—1 :0.|
W matematyce dowodzi sig, ze dla macierzy symetrycznej powyzsze rownanie ma 3
pierwiastki rzeczywiste, ktdre oznaczymy (¢, t2, t3 ). Z jednoznacznosci rozwigzania
wnioskujemy, ze — niezaleznie od pierwotnego uktadu wspétrzednych — réwnanie sze$cienne
jest takie samo, tzn. Ze zardwno warto$ci wtasne jak i wspétczynniki réwnania sg takie same
dla danego tensora. MOwimy o nich Ze sa niezmiennikami:
t; ty, t; sa nazywane niezmiennikami glownymi, wartosciami gtéwnymi, wartosciami
wlasnymi tensora ¢,

I;, I, Iz sanazywane niezmiennikami podstawowymi tensora t, przy czym:

I; =t; (= suma po przekatnej),

I, =t; t; (suma podwyznacznikéw),

I3 =t; ti iy (Wwyznacznik gléwny macierzy tensora).
Pomnézmy dwa réwnania zagadnienia warto$ci wlasnych odpowiednio

1 1_ 2
tn;—tn;=0 /nl-

2 2 1’
tin;—tn;=0 /nl-
1 odejmijmy od siebie, uwzglg¢dniajac symetrig tensora #j = #j; oraz zamieniajac miejscami
wskazniki nieme

t..nl.n. =t.n.n. =t-.n

L7 ] JU gl Ui n

2 1.2 1
i )

2
j
otrzymujemy:
1.2 1.2 _ 1.2 _ 1.2 _
t25l-jninj _t15ij”j”i =({t,—t)nn; =0 = n;n;=0, gdy ¢ #t,.

Jesli wartosci wiasne sq rozne, to odpowiadajqce im kierunki gtowne sq prostopadte. Jesli 2

wartosci wiasne sq sobie rowne, to kazdy kierunek na ptaszczyznie jest kierunkiem gtownym.

Jesli 3 wartosci wilasne sq sobie rowne, to kazdy kierunek w przestrzeni jest kierunkiem

gtownym.

Jaki jest sens powyzszych wywodéw? Jesli tensor, zapisany w dowolnym ukladzie
wspolrzednych, transformujemy do uktadu wyznaczonego przez kierunki gtéwne, to
otrzymamy tensor w postaci diagonalnej, przy czym warto$ci gtéwne wystgpujace na
diagonalnej przyjmuja wartosci ekstremalne ($cislej 2 wartosci ekstremalne a jedna
,»stacjonarna”).

Zamiast 9 wspolrzednych tensora (lub 6 wspétrzednych dla tensora symetrycznego)
»wystarczaja’ 3 warto$ci wlasne, co m. in. znacznie upraszcza zapis:

R I P L
N S = 0 t, O
t I, 1 0 0

Majac wspotrzedne tensora w jednym ukladzie mozemy na podstawie wzoréw
transformacyjnych obliczy¢ jego wspéirzedne w innym ukladzie.

Zagadnienie warto$ci wlasnych w przestrzeni 2-wymiarowe] (na plaszczyznie)

Jesli niezmiennik podstawowy I3 = 0 (z takim przypadkiem mamy do czynienia jesli np. n-ta
kolumna i odpowiadajacy jej n-ty wiersz zawieraja same zera, ale nie tylko), to jedna z
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warto$ci wlasnych jest réwna zero i réwnanie sze$cienne redukuje si¢ do réwnania
kwadratowego:

t*=It+1,=0.
Pierwiastki tego réwnania (dla t;; = 0) wyrazaja si¢ wzorami:
1 2 2
5\/(txx —t”,) +4txy
a uktad kierunkéw gtéwnych okreslony jest katem o, o jaki nalezy obréci¢ wyjsciowy uktad
wspolrzednych:

tl;ZZ%(txx + tyy )i_

(t,,—Dcosa+t, sina=0
teycosa+(t,,—H)sina = 0
skad, dla warto$ci wtasnych (1, 2) znajdujemy:
L=l txy

tga;= =
Yoy, |

Xy

gdzie kat o; oznacza kat mierzony od osi x do i-tego kierunku gtéwnego. Poniewaz pierwszy
niezmiennik podstawowy jest suma wyrazéw na przekatnej gléwnej i jest niezalezny od kata
obrotu uktadu wspdtrzednych, wynika stad ortogonalno$¢ 2 kierunkéw gtéwnych:

1=t txy txx+tyy_t2_txx

1
tgatgar, = = =-1.
v laTly Iy =ty




