
A. Zaborski, Wprowadzenie do rachunku tensorowego 

Wprowadzenie do rachunku tensorowego 

Konwencja sumacyjna Einsteina 
Powtórzenie si� 2 wska�ników oznacza sumowanie, s� to tzw. wska�niki nieme. Wska�niki 
nieme mo�na dowolnie zmienia�, zachowuj�c jednak reguł� ich powtarzania si�: 
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Układ i równa� zapisujemy z u�yciem wska�ników �ywych: 
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(sumowanie po j, tyle równa� ile i) 

Je�li powtarzaj�ce si� wska�niki nie nale�y sumowa�, b�dziemy pisali je w nawiasach, np. 
suma kwadratów kosinusów kierunkowych prostej w przestrzeni: 1)()( == iiinin nnaa  (n bez 
nawiasów oznaczałoby podwójne sumowanie: po n i po i). 
Pochodne po współrz�dnych oznacza� b�dziemy przecinkiem przed indeksem współrz�dnej 
po której ró�niczkujemy: 
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Transformacja przez obrót 
Transformacja układu współrz�dnych zapisuje si�: 

jiji xa=ξ  
gdzie a s� współrz�dnymi macierzy przej�cia (niesymetrycznej, ortonormalnej), np. dla 
obrotu o k�t α na płaszczy�nie: 
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Elementy pierwszego wiersza zawieraj� kolejno kosinusy k�tów pomi�dzy pierwsz� osi� 
nowego układu (obróconego) a osiami układu wyj�ciowego. W drugim wierszu widniej� 
kosinusy mi�dzy drug� osi� nowego układu a osiami układu wyj�ciowego. 
Macierz a jest ortogonalna: aikajk = 0 dla i ≠ j, oraz unormowana: aikajk = 1 dla i = j. Oznacza 
to, �e wiersze i kolumny macierzy przej�cia s� wersorami osi ortogonalnego układu nowego 
w starym układzie (wyj�ciowym). 

Delta Kroneckera 
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Warunek ortonormalno�ci zapiszemy wi�c: yxkjiaa ijjkik ,,,,, === ηξδ . Jest tak�e: 

iiijij bb =δ . 
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Definicja tensora II rz�du 
Tensorem (drugiego rz�du) nazywamy macierz kwadratow� (32 współrz�dnych), której 
współrz�dne przy obrocie układu współrz�dnych transformuj� si� zgodnie z prawem 
(zwanym prawem transformacji tensorowej): 

.lkljkiji taat ≡  
gdzie aik, ajl  s� dostawami kierunkowymi osi (kosinusami k�tów mi�dzy osiami i-k, j-l, czyli 
współrz�dnymi wersorów osi w układzie współrz�dnych). S� elementami macierzy przej�cia 
ze starego układu współrz�dnych do nowego. 

Prawo transformacji jest liniowe i jednorodne wzgl�dem współrz�dnych tensora. 

 
Ka�dy obiekt geometryczny, który przy zmianie układu współrz�dnych transformuje si� 
zgodnie z prawem transformacji tensorowej, jest tensorem. 

 
Do tensorów stosuj� si� wszelkie zasady rachunku tensorowego, a zapis tensorowy jest 
niezale�ny od przyj�tego układu współrz�dnych (oboj�tne czy kartezja�skiego czy te� 
krzywoliniowego, nieortogonalnego). 

 
Uwaga 1: B�dziemy zajmowali si� wył�cznie tensorami symetrycznymi: ijji tt = . 
Uwaga 2: Ilo�� współrz�dnych zale�y od wymiaru przestrzeni i rz�du tensora (w m-wymiaro-
wej przestrzeni tensor n-tego rz�du ma mn  współrz�dnych). 

Przykłady: 

Dotychczas poznali�my: 
tensory 0. rz�du (30 współrz�dnych), czyli skalary: constaa kk == , 
tensory 1. rz�du (31 współrz�dnych); jak wida� z zapisu s� nimi współrz�dne punktu (które 
mo�emy uwa�a� za wektory wodz�ce), jjii waw = , 
tensorem 1. rz�du s� te� wektory (nie tylko wodz�ce); dowód: 
wi = ρi -ri = (rys.obok) = aij ρj - aij rj = aij (ρj - rj) = aij wj. 
tensor 2. rz�du jednostkowy - delta Kroneckera δij; jest to tensor 
niezmienniczy, gdy� dla układu ortogonalnego:δij =aik ajl δkl = aik ajk = δij. 
Tensorem 2. rz�du jest iloczyn współrz�dnych 2 wektorów (tzw. iloczyn skalarny 
zewn�trzny, diadyczny): 

lkjlikljlkikii wvaawavawv == , 
przykładem takiego iloczynu jest iloczyn wektora siły P i wersora normalnej zewn�trznej n do 
płaszczyzny przekroju: 
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Interpretacja geometryczna jest nast�puj�ca: składowe na przek�tnej głównej s� to rzuty 
składowych P na kierunek normalnej n, równoległej do osi x, y, z a składowe poza t� 
przek�tn� to rzuty na 2 prostopadłe kierunki le��ce na płaszczy�nie przekroju. 
Dowód: 
Px nx = Px cos(n,x), podobnie dla pozostałych „jednoimiennych” 
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sk�d wynika, �e s� to sumy geometryczne 3 wzajemnie do siebie prostopadłych składowych. 
Jest to wi�c nic innego jak rozkład wektora na kierunek normalnej zewn�trznej i 2 kierunki 
styczne do płaszczyzny, wzajemnie prostopadłe. 
Niedługo poznamy nowe, szczególnie przydatne tensory 2. rz�du. 

Tensor pomno�ony przez wektor daje w wyniku wektor: 

iikkilklkkkilkkjljkkjlkljkijji wtwtwtwataawataawt ===== δ . 
Powy�sze twierdzenie mo�e by� przyj�te jako definicja tensora, z której mo�na wyprowadzi� 
wzory transformacyjne. Je�li w powy�szym wzorze wektor zast�pimy wersorem normalnej do 
pewnego kierunku, to definicj� t� mo�na wypowiedzie�:  

Tensor n-tego rz�du jest to obiekt geometryczny, którego rzut na dowolny kierunek jest 
tensorem n-1 rz�du. 

Wynika st�d, �e rzuty tensora 2. rz�du na kierunki trzech osi układu współrz�dnych s� trzema 
wektorami, ka�dy o trzech współrz�dnych (skalarnych), sk�d całkowita ilo�� współrz�dnych 
(skalarnych) dla tensora 2. rz�du w przestrzeni 3D wynosi 9. 

Zagadnienie warto�ci własnych 
Poszukujemy takiej transformacji (takiego obrotu) układu współrz�dnych, dla której 
współrz�dne tensora na przek�tnej głównej t(n)(n) = t b�d� ekstremalne. Współrz�dn� z 
przek�tnej głównej tensora uzyskuje si� dwukrotnie rzutuj�c tensor na kierunek: za 
pierwszym razem otrzymuj�c wektor ti = njtij, a za drugim – jego współrz�dn� t = ninjtij. 
Zadanie sprowadza si� do poszukiwania ekstremum funkcji t z warunkiem pobocznym: 

1=ii nn  (suma kwadratów cosinusów kierunkowych a wi�c długo�� wersora normalnej), czyli: 
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Obliczamy pochodn�: 
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i przyrównuj�c do zera, otrzymujemy: 

0)( =− jjiji nt λδ  
W powy�szym równaniu jeden ze wska�ników jest �ywy, co oznacza �e mamy do czynienia z 
układem 3 równa� (np. i = 1, 2, 3). S� to równania algebraiczne, liniowe i jednorodne ze 
wzgl�du na wektor normalnej. 
Do identycznego układu równa� dochodzimy poszukuj�c takiego kierunku dla którego wektor 
napr��enia ti = tijnj byłby współliniowy z normaln� zewn�trzn�: ti = λni, sk�d po porównaniu 
wyra�e�: tijnj = λni od razu dostajemy powy�sze równanie. Oznacza to, �e szukaj�c 
kierunków dla których warto�ci na przek�tnej byłyby ekstremalne (�ci�lej: chodzi o warunek 
ich stacjonarno�ci), otrzymujemy macierz w tzw. postaci diagonalnej: jedynie na przek�tnej 
głównej znajduj� si� warto�ci niezerowe (rzuty na pozostałe kierunki prostopadłe do 
normalnej s� zero).  

Tensor transformowany do układu współrz�dnych okre�lonego z powy�szych równa� ma 
posta� diagonaln� (współrz�dne poza przek�tn� główn� s� równe zero). 

Poszukujemy nietrywialnego (niezerowego) rozwi�zania powy�szego układu. W matematyce 
takie zagadnienie nazywa si� zagadnieniem warto�ci własnych tensora: λ = t(n), okre�lonych 
przez nj - współrz�dne wersorów kierunków własnych (głównych) tensora. Przytoczmy bez 
dowodu dwa twierdzenia algebry: 

WKW istnienia rozwi�zania niezerowego liniowego układu równa�, jest zerowanie si� 
wyznacznika macierzy głównej układu. 

Ale jednocze�nie: 
WKW, aby macierz kwadratowa była nieosobliwa jest nie zerowanie si� jej wyznacznika. 
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Je�li wi�c za��damy 0)det( )( =− jinji tt δ , to tym samym ��damy liniowej zale�no�ci układu 
równa�. Wówczas spo�ród 3 równa� układu jedynie 2 równania s� liniowo niezale�ne. Aby 
wi�c rozwi�za� układ równa� musimy doł�czy� równanie z warunku pobocznego 
poszukiwania ekstremum, wi���ce dostawy kierunkowe wektora własnego (suma kwadratów 
= 1). 
Po rozpisaniu warunku zerowania si� wyznacznika, otrzymujemy równanie sze�cienne na 
warto�ci własne: 
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W matematyce dowodzi si�, �e dla macierzy symetrycznej powy�sze równanie ma 3 
pierwiastki rzeczywiste, które oznaczymy (t1 , t2 , t3 ). Z jednoznaczno�ci rozwi�zania 
wnioskujemy, �e – niezale�nie od pierwotnego układu współrz�dnych – równanie sze�cienne 
jest takie samo, tzn. �e zarówno warto�ci własne jak i współczynniki równania s� takie same 
dla danego tensora. Mówimy o nich �e s� niezmiennikami: 
t1 , t2  , t3  s� nazywane niezmiennikami głównymi, warto�ciami głównymi, warto�ciami 

własnymi tensora t, 
I1 , I2 , I3  s� nazywane niezmiennikami podstawowymi tensora t, przy czym: 

I1  = tii  ( = suma po przek�tnej), 
I2  = tij  tji  (suma podwyznaczników), 
I3  = tij  tjk tki  (wyznacznik główny macierzy tensora). 

Pomnó�my dwa równania zagadnienia warto�ci własnych odpowiednio 
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i odejmijmy od siebie, uwzgl�dniaj�c symetri� tensora tij = tji oraz zamieniaj�c miejscami 
wska�niki nieme 
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Je�li warto�ci własne s� ró�ne, to odpowiadaj�ce im kierunki główne s� prostopadłe. Je�li 2 
warto�ci własne s� sobie równe, to ka�dy kierunek na płaszczy�nie jest kierunkiem głównym. 
Je�li 3 warto�ci własne s� sobie równe, to ka�dy kierunek w przestrzeni jest kierunkiem 
głównym. 

Jaki jest sens powy�szych wywodów? Je�li tensor, zapisany w dowolnym układzie 
współrz�dnych, transformujemy do układu wyznaczonego przez kierunki główne, to 
otrzymamy tensor w postaci diagonalnej, przy czym warto�ci główne wyst�puj�ce na 
diagonalnej przyjmuj� warto�ci ekstremalne (�ci�lej 2 warto�ci ekstremalne a jedna 
„stacjonarna”). 
Zamiast 9 współrz�dnych tensora (lub 6 współrz�dnych dla tensora symetrycznego) 
„wystarczaj�” 3 warto�ci własne, co m. in. znacznie upraszcza zapis: 
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Maj�c współrz�dne tensora w jednym układzie mo�emy na podstawie wzorów 
transformacyjnych obliczy� jego współrz�dne w innym układzie. 

Zagadnienie warto�ci własnych w przestrzeni 2-wymiarowej (na płaszczy�nie) 

Je�li niezmiennik podstawowy I3 = 0 (z takim przypadkiem mamy do czynienia je�li np. n-ta 
kolumna i odpowiadaj�cy jej n-ty wiersz zawieraj� same zera, ale nie tylko), to jedna z 
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warto�ci własnych jest równa zero i równanie sze�cienne redukuje si� do równania 
kwadratowego: 
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Pierwiastki tego równania (dla tiz ≡ 0) wyra�aj� si� wzorami: 
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a układ kierunków głównych okre�lony jest k�tem α, o jaki nale�y obróci� wyj�ciowy układ 
współrz�dnych: 
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sk�d, dla warto�ci własnych (1, 2) znajdujemy: 
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gdzie k�t αi oznacza k�t mierzony od osi x do i-tego kierunku głównego. Poniewa� pierwszy 
niezmiennik podstawowy jest sum� wyrazów na przek�tnej głównej i jest niezale�ny od k�ta 
obrotu układu współrz�dnych, wynika st�d ortogonalno�� 2 kierunków głównych: 
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