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Stan odksztalcenia

Wspoélrzedne materialne i przestrzenne

konfiguracja Wprowadzamy globalny uktad odniesienia w postaci

poczatkowa  konfiguracja kartezjanskiego uktadu wspétrzednych i wyrézniamy

2 stany: konfiguracj¢ pierwotna & (poczatkowa,

nieobciazona) oraz konfiguracje ciata aktualng x

(koncowa, odksztatcong). Deformacja osrodka pod

wzgledem geometrycznym zostanie okreslona przez

znajomos$¢ zaleznosci:
v y Ui=X;=6;»
gdzie u; = u; (u, v, w) jest wektorem przemieszczenia

z konfiguracji pierwotnej do aktualnej. Przemieszczenie jest to réznica (geometryczna)

wektoréw wodzacych punktu w konfiguracji koficowej i poczatkowe;.

Odksztalceniem nazywamy zmiang ksztattu osrodka pod wplywem obciazen. Deformacja

ciala jest pojeciem szerszym, obejmujacym obok odksztalcenia takze ruch sztywny osrodka.

Jako konfiguracj¢ odniesienia mozemy przyja¢ zaréwno konfiguracje¢ pierwotna jak i aktualna

(ale takze i pewna dowolng konfiguracj¢ posrednia). Opis mozemy prowadzi¢ dwojako:

— traktujac wspétrzedne &, jako niezalezne identyfikujemy w przestrzeni potozenie czastek
materialnych, interesuje nas ruch okreslonego punktu ciala - sa to tzw. wspdtrzedne
Lagrange’a albo inaczej materialne,

— traktujac wspétrzedne x; jako niezalezne identyfikujemy w przestrzeni potozenie punktéw
przestrzennych, interesuje nas co dzieje si¢ w okreslonym punkcie przestrzeni - sg to tzw.
wspotrzedne Eulera albo inaczej przestrzenne.

W mechanice ciata stalego uzywane sa najczesciej wspétrzedne materialne (okresla sie

polozenie wybranego punktu materialnego), w hydrodynamice - przestrzenne (dla ustalonego

punktu przestrzeni okresla si¢ predkos$¢ przeptywu, ci$nienie itp.).

aktualna

Tensory odksztalcen skonczonych

Pochodne wzgledem wspotrzednych materialnych i przestrzennych wyraza si¢ odpowiednio:
N,
I
ich r6zniczki zupetne odpowiednio:
dx; = xi,adé:av déy = dfaz,idxi >

fa,,. sa tzw. gradientami deformacji, stanowiacymi podstawowa miarg

ia =Uig tO0igs $gi=0u— Uy,

gdzie wielkosci x,

deformac;ji ciata.
Kwadraty dtugosci elementarnego odcinka w konfiguracji pierwotnej i aktualnej zapiszemy w
obu uktadach wspétrzednych jako:

dsg =dé,dé, =d§ad§ﬁ5aﬂ =§a,idxi§ﬁ,jdxj§a , ds?= dx; dx; =...=xl-,ad§axjﬁd§ﬁ5ij.
Ich réznica, a wigc kwadrat zmiany dtugo$ci elementarnego odcinka, wynosi:

XioX j 61"_6(1 od
ds? —dsg = dxidxi_dé:adé:a: ( o j.B Y% ,B)dQg fﬁ
(51'1' ~$0.i$5.i%p )dx,-dxj

Zdefiniujmy odpowiednio tensor odksztalcenia lagranzowski E 4531 eulerowski e;; , jako:
1 1
Eup 3:E(xi,axj,ﬂ5ij_5aﬂ)’ €ij 325(‘51']‘ _é:a,ifﬂ,jaaﬁ)~
Wyrazajac zmienne niezalezne w powyzszych definicjach poprzez wspétrzedne
przemieszczenia, otrzymujemy:
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Zalozenie o matych pochodnych przemieszczen

Typowe wartosci pochodnych w konstrukcjach budowlanych to 10°+10™. Przyjmujemy
. duy,
3 x ’ 8 5 B
W wyniku tego zatozenia, znikaja ostatnie cztony tensoréw odksztatcen, zawierajace
nieliniowos¢. Ponadto, dla matych przemieszczen zanika réznica migdzy konfiguracja
pierwotna i odksztatcona.

Dla naszych potrzeb nie jest potrzebne rozréznienie konfiguracji ciata, jesli tylko bedziemy
zdawali sobie sprawg z uproszczonego sposobu rozumowania, w ktérym utozsamiamy
wszystkie wirtualne konfiguracje ciala (poczatkowa, posrednia i koncowa.)

<< 1.

Tensor Cauchy’ego

Utozsamiajac wspotrzedne materialne i przestrzenne dochodzimy do definicji fensora
infinitezymalnych odksztatcen Cauchy’ego:

E;j=7 (ul gt i)

W zapisie inzynierskim powyzsze zwiazki, zwane réwnaniami Cauchy’ego, maja postac:
g M v, W, _ [é’u ang [é’u anS (o"v an

TogxT gyt g dy Jdx dz dx )’ dz dy

Interpretacja skladowych tensora odksztalcenia
Rozpatrzmy 3 szczegdlne przypadki stanu odksztalcenia:

8_14 Ju
u+—dx dy g y

ov v
o ox
dx X X X

1. Wydluzenie wzgledne. Dla pierwszego przypadku obliczmy wydtuzenie wzgledne jako
stosunek wydluzenia do dlugos$ci catkowitej w kierunku osi x. Otrzymujemy:
wds_ou_,
ox dx ox
Odksztatcenia na przekatnej gtéwnej przedstawiaja wzgledng zmiang dtugosci (wydtuzenie
badz skrécenie wzgledne) odcinka réwnoleglego do osi uktadu wspétrzednych.
2. Zmiana postaci elementarnej powierzchni. Obliczmy potowg zmiany kata prostego, jak

wida¢ bezposrednio z rysunku:
i, v,
dy dx) ¥

Tzw. odksztatcenie postaciowe przedstawia polowg zmiany kata prostego.
3. Sztywny obrét. Mamy:

e

[T

du 8\/
—_—= = £,.,=0 = ¢ =0
dy Cox w K
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Znikanie tensora odksztatcenia jest WKW ruchu ciata sztywnego.

Na podstawie powyzszych rozwazan mozemy powiedzie¢, ze wspotrzedne tensora
odksztatcenia na przekatnej gléwnej przedstawiaja wydtuzenia wzgledne odcinkow
réwnolegtych do odpowiednich osi uktadu wspdtrzednych, a wspoétrzedne poza przekatng —
odksztatcenia postaciowe, czyli polowy zmiany katéw o jakie zmieniaja si¢ katy proste
migdzy odcinkami réwnolegltymi do odpowiednich osi uktadu wspétrzednych. Odksztalcenia
sa bezwymiarowe.



