
A. Zaborski, Stateczno�� – metoda energetyczna 

Stateczno�� – metoda energetyczna 
Energia spr��ysta równa jest sumie energii potencjalnej i pracy sił zewn�trznych: E = U - L. 
Warunkiem równowagi w stanie krytycznym jest zerowanie si� wariacji funkcjonału energii 
spr��ystej: 
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PvL =∆ , v - pionowe przesuni�cie, 
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sk�d ostatecznie: 
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Metoda energetyczna daje przybli�enie z nadmiarem (na niekorzy�� pewno�ci). 
Dokładno�� metody zale�y w du�ym stopniu od jako�ci przyj�tej aproksymacji funkcji 
ugi�cia. Aby funkcja ta była bliska rzeczywistej, ��damy spełnienia przez ni� kinematycznych 
a cz�sto i statycznych warunków brzegowych. 

Przykład 1 
Obliczenie eulerowskiej siły krytycznej dla 2-pi�trowego słupa: l1 = 4 m, l2 = 2 m metod� 
energetyczn� i �cisł�. 
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Metoda energetyczna: 

1. przybli�enie: rozwi�zania poszukujemy dla funkcji w(x) = a (x3 + bx2 + cx + d), dla której 
��damy spełnienia kinematycznych warunków brzegowych : w(0) = w(l1) = w(l1 + l2) = 0, 
sk�d: 

w(x) = a (x3 - 10x2 + 24x) 
i ostatecznie, ze wzoru: 

Pkr = 1.458 EJ 
2. przybli�enie: rozwi�zania poszukujemy dla funkcji w(x) = a (x5 + bx4 + cx3 + dx2 + ex + f), 
dla której ��damy spełnienia nie tylko kinematycznych warunków brzegowych (jak 
poprzednio: w(0) = w(l1) = w(l1 + l2) = 0), ale tak�e statycznych warunków brzegowych:  

w’’(0) = w’’(l1 + l2) = 0, 
sk�d dostajemy po podstawieniu do wzoru: 
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Pkr = 0.952 EJ 
Porównajmy wyniki z �cisłym rozwi�zaniem. 

�cisła metoda rozwi�zania: 
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z warunkami brzegowymi: 
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(analogicznie dla 0 < x2 < l2). Warunki zgodno�ci rozwi�za� maj� posta�: )(')(' 2211 lwlw −= , 
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Z porównania drugich pochodnych wynika kkk =−= 21 , a z warunku na pierwsze pochodne 
otrzymujemy po przekształceniach: 
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Jak wida�, 2. przybli�enie jest znacznie dokładniejsze (ok. 2 % bł�du w stosunku do bł�du 
170% dla 1. przybli�enia). 

Przykład 2. 
Pr�t jak na rysunku obci��ony jest dwiema jednakowymi siłami �ciskaj�cymi. Wyznaczy� 
warto�� krytyczn� P. 
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Metoda energetyczna 

Poszukuj�c rozwi�zania metod� kolokacji i przyjmuj�c rozwi�zanie w postaci lxaw /sinπ=  
(funkcja spełnia warunki kinematyczne i statyczne – zerowanie si� momentu na ko�cach 
pr�ta), po podstawieniu do wzoru (praca sił zewn�trznych obliczana jest w dwóch 
przedziałach), otrzymujemy: 
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Rozwi�zanie �cisłe 

Zapisujemy równania ugi�cia pr�ta przedziałami: 
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Oznaczaj�c 
EJ
N

k =2 , całki ogólne tych równa� mo�na zapisa�: 
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wobec czego bł�d metody energetycznej mo�na oszacowa� na 0.44%. 


