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Twierdzenia ekstremalne teorii plastycznosci

Oproécz no$nosci przekroju (sprezystej i plastycznej) uzywane jest takze pojecie nosnosci gra-
nicznej konstrukcji, czyli najwigkszego obciazenia przenoszonego przez konstrukcje (inaczej:
obciqzenia niszczqcego). Tzw. twierdzenia ekstremalne teorii no$nos$ci granicznej wynikaja z
zasady prac wirtualnych i dostarczaja dolnego i gérnego oszacowania no$nosci granicznej
uktadu.

Statycznie dopuszczalnym nazywamy takie pole naprezen, ktore jest niesprzeczne 7 nosno-
sciq plastycznq uktadu.

Dla schematyzacji Prandtla (model ciata idealnie sprezysto-plastycznego) oznacza to spetnie-

nie warunku |0'x| < R, w kazdym punkcie albo M < M w kazdym przekroju belki zginane;j.

Kinematycznie dopuszczalnym nazywamy takie pole przemieszczen, ktore jest niesprzeczne z
istniejqcymi wiezami.

Oznacza to np. brak ugigcia na podporze belki czy brak obrotu osi belki w utwierdzeniu.

Twierdzenie o oszacowaniu dolnym

Konstrukcja nie ulegnie zniszczeniu jezeli dla zadanego obciqzenia moze by¢ znalezione sta-
tycznie dopuszczalne pole naprezen.

Innymi stowy, jesli dla zadanego obciazenia mozna znalez¢ réwnowazace je naprgzenia, beg-
dace statycznie dopuszczalnymi, to konstrukcja znajduje si¢ w zakresie bezpiecznej pracy,
badZ co najwyzej na jego brzegu. Przeniesienie obciazenia nie implikuje przekroczenia do-
puszczalnych warto$ci napr¢zenia — no$nos¢ konstrukcji jest nie mniejsza od takiego obcia-
zenia. Jest to wigc oszacowanie od dotu.

Twierdzenie o oszacowaniu gérnym
Konstrukcja zamienia sie w mechanizm (ulega zniszczeniu), jesli dla kinematycznie dopusz-
czalnego pola przemieszczen przyrost pracy sit zewnetrznych rowny jest przyrostowi pracy
sit wewnetrznych.

Inaczej mowiac, jezeli dla zrbwnowazenia istniejacego obciazenia potrzebna jest zamiana
konstrukcji w mechanizm, to obciazenie to jest nie mniejsze od granicznego (niszczacego).
Obciazenie powodujace powstanie mechanizmu jest wigc oszacowaniem od gory.

Atrakcyjno$¢ powyzej sformutowanych twierdzen wynika z tatwosci uzyskania oszacowan.
Jest to szczegdlnie widoczne w przypadku konstrukcji statycznie niewyznaczalnych, dla kt6-
rych obliczenia sa prostsze niz w spr¢zystym zakresie pracy. Umiejetne zastosowanie twier-
dzen ekstremalnych, umozliwia okreslenie przedziatu rozwiazania $cistego, ktérego doktadna
warto$¢ czgsto nie jest niezbedna.

Odksztalcenia plastyczne koncentruja si¢ w pewnych obszarach, jak np. przeguby plastyczne
dla belek zginanych. Poza obszarami takiej lokalizacji odksztalcenia sa znacznie mniejsze.
Mozna przyja¢ z dobrym przyblizeniem, ze konstrukcja posiada szereg obszaréw nie od-
ksztatconych, doznajacych jedynie ruchu jako ciata sztywne. W ten sposéb konstruuje si¢
schematy zniszczenia konstrukcji, kiedy konstrukcja zamienia si¢ w mechanizm.

Mozliwe sa dwa sposoby otrzymania koncowego schematu zniszczenia konstrukcji. Pierwszy
sposéb polega na wprowadzaniu kolejnych obszaréw lokalizacji odksztatcen (przegubow) az
do zamiany konstrukcji w mechanizm. Drugi — polega na przyjeciu obszaréw lokalizacji od-
ksztatcen od razu w takiej ilosci, ktéra powoduje zamiang konstrukcji na mechanizm.
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Jezeli otrzymane rozwigzanie bedzie zaréwno statycznie jak i kinematycznie dopuszczalne, to
bedzie ono rozwiazaniem $cistym. Woéwczas oszacowanie od gory jest rGwne oszacowaniu od
dotu.

Stwierdzenie odwrotne réwniez jest prawdziwe: jezeli oszacowania od gory i od dotu pokry-
waja sig, to rozwiagzanie jest $ciste a schematy zniszczenia (statycznie dopuszczalny i kinema-
tycznie dopuszczalny) sa identyczne.

Przyklad: kratownica

Okresli¢ no$nos¢ kratownicy dla danych: F; =2 cmz, F,=3 cmz, F;=4 cmz, kat o = /6,
R, =200 MPa.

a) Oszacowanie od dotu metoda statycznie dopuszczalnych pdl naprezen

Rozwiazania poszukiwa¢ bedziemy metoda schematéw zniszczenia. Zaktadamy uplastycz-
nienie tylu pretow ile potrzeba do zamiany uktadu w mechanizm. W tym przypadku istnieja 3
takie mozliwosci 1 przeanalizujemy je kolejno.
Schemat 1
Zakladamy uplastycznienie preta 11 2:

N,=Ni=FR, =40kN, N,=N,=F,R, =60kN .
Z réwnan réwnowagi dla wezla kratownicy mamy:

Ny=Ni, P=Na+L(N;+N1)=100kN.

Sprawdzamy, czy naprgzenie w precie 3 nie przekracza granicy plastycznosci:
N, 40-10°
F, 4-10
a wigc przyjete pole naprezen jest statycznie dopuszczalne. Dla tego schematu otrzymujemy
wigc oszacowanie:

=100 MPa < R_,

3

P=100kN .

Schemat 2
Zaktadamy uplastycznienie preta 11 3:

N,=Ni=FR, =40kN, N;=N3=FR, =80kN .
Z réwnan réwnowagi od razu wynika brak réwnowagi: XX # 0. Taki schemat jest wigc sta-
tycznie niedopuszczalny.

Schemat 3
Zaktadamy uplastycznienie preta 2 1 3:

Ny=N>=F,R, =60kN, N;=N3=FR, =80kN.
Z réwnania XX = 0 mamy:
N, = N3 =80 kN, skad: &, =400 MPa >R, .
Z faktu przekroczenia granicy plastyczno$ci wynika ze rowniez i ten schemat jest statycznie
niedopuszczalny.

Ostateczna odpowiedz stanowi wynik schematu 1: P=100kN .
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b) Oszacowanie od géry metoda kinematycznie dopuszczalnych pdl przemieszczen

Ponownie zastosujemy metodg schematow zniszczenia. Aby uktad zamienit si¢ w mecha-
nizm, potrzeba uplastycznienia 2 pretow. Zaktadamy, ze beda to prety 11 2. Wowcezas ruch
ukladu bedzie odbywat si¢ wokot preta 3, traktowanego jako sztywny (odksztatcenia sprezy-
ste s pomijalnie male).

7 (dop.3)
Ay

A,

Y/

Z rysunku wynika, ze A, = A, = Asin% . Poréwnanie pracy sit zewngtrznych i wewngtrz-
nych:
PA, =N\A +NyA, =A, (N, +N,),
daje:
P=N,+N, =(F, +F,)R, =5-107*-200-10° = 100kN .
Poniewaz uzyskaliSmy identyczny wynik jak dla oszacowania z dotu, jest to rozwiazanie do-
ktadne i nie ma potrzeby analizowa¢ kolejnych schematéw: minimum zostato osiagnigte.

Aby sig jednak przekonac, ze tak jest w istocie, rozpatrzmy inny schemat: uplastycznienia
pretow 21 3.

(dop.1)™

As

A,
Z rysunku ruchu uktadu wokét preta 1 (sztywnego) i poréwnania prac sit zewngtrznych i we-
wngtrznych wynika:
PAy =N,yA, +N3Ay =A,(N, +N;),
skad mamy kolejne oszacowanie od gory:
P=N,+N;=(F, +F,)R, =7-10™-200-10° = 140kN .
Zgodnie z przewidywaniem, uzyskane oszacowanie jest gorsze (z nadmiarem).
Jak wida¢ metoda statycznie dopuszczalnych pdl naprezen jest prostsza w zastosowaniu do
kratownic, gdyz w metodzie kinematycznej nie mozemy unikna¢ zapisu réwnan geometrycz-
nych. Dla belek jest akurat odwrotnie, co pokazuje nastgpny przyktad.

Przyklad: belka zginana
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Okreslenia no$nosci belki z rysunku bedziemy poszukiwali okreslajac oszacowanie gérne i
dolne rozwigzania.

a) statycznie dopuszczalne pola naprezen

Zastosujemy metode kolejnych przegubéw plastycznych. Przeguby plastyczne tym r6znig si¢
od ,,normalnych” przegubdw, ze wystgpuje w nich moment zginajacy réwny nosnosci pla-
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stycznej przekroju, M , o zwrocie zgodnym z rozciaganymi widknami. Aby okresli¢ przekroj
w ktérym powstanie ekstremalny moment zginajacy, nalezy najpierw znalez¢ wykres momen-
téw dla belki statycznie niewyznaczalnej. Jednak z uwagi na liniowy odcinkami wykres mo-
mentu, w gr¢ wchodza jedynie 3 przekroje: utwierdzenie i pod sitami skupionymi, co daje 3
mozliwos$ci wyboru pierwszego przegubu plastycznego.

Schemat 1
E
NN lP lzp
iA B C ¥
2 1,14
IRy | | |Ro

Wprowadzenie przegubu plastycznego w przekroju A czyni belke statycznie wyznaczalna:

Ry=P+™ Ry=2p-Y oraz my=2p- M o —2p- Y
4 4 2 4

Poniewaz Mg < Mc, przyjmijmy kolejny przegub plastyczny w przekroju C. Otrzymamy
wowczas oszacowanie nosnosci belki oraz wynikowy moment w przekroju B:

Po3M. My=2M <M.
Poniewaz Mp jest mniejszy od momentu granicznego plastycznego, schemat jest statycznie
dopuszczalny. Latwo sprawdzié ze przyjecie 2. przegubu plastycznego w przekroju B dawa-

foby moment Mc =1.25 M > M, co jest statycznie niedopuszczalne. Rozwiazaniem dla tego
schematu jest P= %ﬁ
Schemat 2
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Jesli przyjmiemy powstanie pierwszego przegubu plastycznego w przekroju B, to mamy:
Ry=P+M/2, Ry=P-M/2, M, =4P, Mo =P+M/2.
Przyjmujac powstanie koleJnego przegubu W p. A, , mamy:
p=1 M M= —M < M (dopuszczalny)
Jesli natomiast przyjmlemy kolejny przegub w W P. C dostajemy:
P=M /2 oraz M, =2M > M (niedopuszczalny).

Dla tego schematu odpowiedzia Jest. = %M
Schemat 3
p = 2P
M,
| Mol
A B ¢ 2P
2 R N
A T T |I\D

Na koniec, przyjmujac powstame plerwszego przegubu w pl‘ZCkl‘Oju C, mamy:
Ry=M, Ro=-M , My =2M 2P, M, =—4M +8P.
Dla kolejnego przegubu, powstalego W p.A,  mamy:
P= M My :—M <M , (dopuszczalny)
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a dla drugiego przegubu w p-I B, Jest
P= M M,=0< M (dopuszczalny).

Poniewaz sa to oszacowania od dotu, wybieramy warto$¢ gérna: P= %M .

Ostatecznie wigc no$nos¢ graniczna plastyczna belki bedzie rozwiazaniem najwigkszym spo-
$réd wszystkich statycznie dopuszczalnych

P=maxGM,AM LM SM)=3M .
b) kinematycznie dopuszczalne pola przemieszczen
Zastosujemy metode schematow zniszczenia. Dla kolejnych schematéw, z zasady prac wirtu-
alnych, poréwnujemy pracg sit zewnetrznych (obliczang z odpowiednim znakiem) z praca
uogdlnionych sit wewnetrznych na uogélnionych przemieszczeniach (ta praca jest zawsze
dodatnia):
Wykres momentéw od obciazen skupionych jest linia tamana. Najbardziej prawdopodobne
jest przyjecie przegubdw uplastycznienia w przekrojach na granicach przedzialéw. Do zamia-
ny belki w mechanizm kinematyczny (o jednym stopniu swobody) potrzeba 2 przegubéw
plastycznych. Potencjalnymi przekrojami, w ktérych moga utworzy¢ si¢ przeguby plastyczne
sa 3 przekroje. Istnieja zatem 3 najbardziej prawdopodobne schematy zniszczenia (rys.)
Dla kolejnych schematéw mamy:

P |2p _ —
u 20P+2PO=3MO® = P, =0.5M
20 =

l P lzp
® — _
W 20P+2P30=5M® = P, =0.625M
o=
P lzp

& c
20

2PO=3MO = P,=15M

Podejscie kinematyczne daje oszacowanie od gory (belka znlszczy si¢ zaréwno przy sile Py,
P;jak i P3), wybieramy wigc warto$¢ najmniejsza, P=0.625M =3 M Identyczny wynik,

otrzymany poprzednio dla metody statycznej upewnia nas, ze uzyskane rozwiazanie jest roz-
wigzaniem dokladnym.



