Adam Zaborski — wytrzymato§¢ materiatdw, uzupeienia

Wzory dla plaskiego stanu napre¢zenia (odksztalcenia, tensora

bezwladnosci)

Analiza ptaskiego stanu naprezenia (odksztatcenia czy tez macierzy bezwtadnosci w postaci
tensorowej — moment dewiacji z minusem) sprowadza sie do okreslenia wartosci wtasnych i
kierunkéw wtasnych (gtdwnych). Wartosci wiasne sg dane wzorami:

oy + 0y Ox — Oy 2

oy + 0y Ox — Oy\? 5
0, = > —\/( > )+Txy

czasem w zmodyfikowanej postaci jako:

1
oy :E[ax+ay+\/(ax—ay)2+4r,%y]

1 2
o, :E[0x+0y_\/(0x_0y) +4T§y]

Inne modyfikacje wyzej wymienionych wzordw sg mozliwe i na tyle oczywiste, ze nie wywotuja
kontrowersji.

Inaczej jest ze wzorami na kierunki gtéwne, czyli de facto na kat obrotu osi uktadu wyjsciowego (x, y)
do uktadu gtéwnego (1, 2).

Najczesciej uzywanym wzorem w podrecznikach wytrzymatosci materiatéow jest wzér w postaci:

2T
tan2q = ——2—

Ox — 0y
(Y. C. Fung, Podstawy mechaniki ciata statego, PWN, W-wa 1969, str. 85, wzér 3.6.6). Zaktada sie ze
gy # gy; W przeciwnym przypadku kazdy kierunek jest gtdwny. Jest to o tyle uzyteczny wzér, ze
umozliwia okreslenie kierunkéw gtéwnych bez obliczania samych wartosci wtasnych. Jednak
interpretacja kata jest nieco skomplikowana. Z uwagi na okresowo$¢ funkcji tangens, mamy

rozwigzanie a + n%, n = 0,1, - (kierunki gtéwne s3 do siebie prostopadte). Kat z zakresu
ae(—45° 45°) oznacza kat pomiedzy osig x a pierwszym kierunkiem gtéwnym (gdy o, > o,,) albo
drugim kierunkiem gtéwnym (gdy o, < 0;,), jesli w obu wypadkach o; > a5.

Prostsze w interpretacji sg wzory wynikajgce wprost z zagadnienia wartosci wtasnych:

{(011 —A)wy + 01w, =0
021wy + (032 — 4w, =0
gdzie: w; = cos a; ,w, = sin a; (kosinusy od pierwszej osi uktadu wyjsciowego do pierwszej i drugiej
osi uktadu gtéwnego, odpowiednio)
Powyzszy ukfad réwnan jednorodnych redukuje sie do jednego niezaleznego réwnania, z pierwszego
mamy wzor:
W Ay — 014
— =tanq; = ——
Wy 012
(por. np. S. Piechnik, Mechanika techniczna ciata statego, Wyd. PK 2007, str. 103)
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z drugiego mamy wzér:

W 012

— =tanq; = ————

w1 17 022
(A. Bodnar, Wytrzymatos¢ materiatow, Wyd. PK 2004, wzér 5.5, ale tez M. Paluch, Mechanika
teoretyczna, Wyd. PK 1999, wzor (5.24), str. 173)
Oba wzory sg poprawne i dajg takie same wyniki, co tatwo sprawdzié¢ chocby ,,empirycznie”.
Natomiast w S. Piechnik, Wytrzymatos¢ materiatow, Wyd. PK 2000, na str. 77 jest inaczej definiowana
macierz przejscia i uzyskane wzory sg jeszcze inne.
Ogdlnie macierz przejscia (por. M. Paluch, op. cit., wzory 5.12) moze by¢ definiowana dwojako; jako
przejscie z uktadu (x, y, z) do gtéwnego (1, 2, 3):

ny Aix A1y A1z Ny
ny, | = Aoy azy Az, |- le = [A]{’n}
ns; A3y 043y A3z n,

czy jako przejscie z uktadu gtéwnego do wyjsciowego:

Ny A1x A2y A3y ng
Ny |=(01y Gy azy|-| N2 | =[A4]"{n"}
ny Az azz asz ns

W pierwszym przypadku dla ukfadu ptaskiego macierz przejscia jest:

_(cosa sina
aij =\
sina cosa
a w drugim:
. (cos a —sin a)
Y sina  cosa
We wzorach macierzowych tatwo sie pomyli¢, bo jest dla przejscia ze starego uktadu do nowego:

[T5] = [A][T5][A]"
albo z nowego uktadu do starego:

[T5] = [A]"[T;][A]
Dlatego chyba lepszy jest zapis tensorowy, bo po rozpisaniu, niezaleznie od definicji macierzy
przejscia, wiadomo co trzeba podstawic:

012 = A1x02x0x + A1xA1yTyy + -

i np. wspétczynnik a,, oznacza kosinus kata pomiedzy osiami ,,2” i,z” (i nawet ,kolejnos¢” osi nie
gra roli z uwagi na parzystos¢ funkcji kosinus).



